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基于椭圆积分的单支点半柔壁喷管大挠度
成型半解析求解与验证
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摘 要：为提升跨超声速风洞单支点半柔壁（SJSF）喷管分析精度和效率，发展了基于椭圆积分的柔性壁

板大挠度变形半解析求解方法。以 0. 3 m低温风洞单支点半柔壁喷管为研究对象，建立型面组件力学模型，基

于欧拉梁理论推导柔性壁板型面曲线的微分方程，给出了椭圆积分的表达形式。利用 Maple软件编制了计算

程序，并以此针对马赫数为 1. 15和 1. 3两种工况，开展柔性壁板大挠度变形的半解析求解，得到了变形型面坐

标和结构等效应力曲线。通过对比有限元（FEM）仿真结果以及实验测量数据，结果表明：基于椭圆积分的求

解结果与其他两种结果均能良好吻合，型面坐标最大偏差分别为喷管出口高度尺寸的 0. 18‰ 和 0. 32‰，结构

等效应力最大相对误差小于 10%，椭圆积分求解耗时仅为有限元仿真的 11. 2%。
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Semi⁃analytic solution and verification for large deflection forming
of single⁃jack semi⁃flexible nozzle based on elliptic integral
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Abstract： To improve the analysis accuracy and efficiency of single ‑ jack semi ‑ flexible
（SJSF） nozzles in transonic and supersonic wind tunnels， a semi ‑ analytical solution method
based on ellipse integral for the flexible plate large deflection was developed. Taking the 0. 3 m
cryogenic wind tunnel SJSF nozzle as the research object，the mechanical model was established.
Based on the Euler beam theory， the differential formulas of the flexible plate deflection were de‑
rived， and the elliptic integral form was obtained. Based on the program compiled using Maple
software， the semi‑analytic solution was carried out under Mach number of 1. 15 and 1. 3 condi‑
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tions. The deformation contour and structural equivalent stress were obtained. Compared with the
finite element method（FEM）results and experimental measurement， it showed that the elliptic
integral results were in good agreement with the other two results. The maximum error of the con‑
tour coordinates was 0. 18‰ and 0. 32‰ of the nozzle outlet height size， respectively. The maxi‑
mum relative error of the equivalent stress was less than 10%， and the elliptic integral solution
time was only 11. 2% of the FEM.
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elliptic integral

柔壁喷管是实现跨超声速风洞连续变换马赫

数的重要核心部段 [1‑3]，单支点半柔壁喷管不仅能

够连续、快速调节马赫数，而且结构简单、控制高

效，已被广泛应用于国内外多座风洞设备 [4‑5]。

Rosen[5]设计了世界上第一套单支点半柔壁喷管，

并完成了喷管的流场校测工作。中国空气动力研

究与发展中心（CARDC）0.3 m低温风洞是我国

首座低温连续式跨声速风洞 [6‑8]，采用了单支点半

柔壁喷管，能够实现马赫数范围为 0.15~1.30的
实验能力。单支点半柔壁喷管通过驱动机构实现

喉道固块的刚性转动和柔性壁板的弹性变形，继

而实现风洞马赫数流道型面的切换。实践经验表

明，位于喉道之后的柔性壁板的变形精度是实验

流场均匀性和实验马赫数精确性的最直接、最关

键因素。因此，在喷管结构设计与运动调试过程

中，十分有必要开展柔性壁板弹性变形的高效率、

高精度求解工作。

聂旭涛等 [9‑10]基于刚柔耦合动力学理论，联合

机械系统动力学自动分析（ADAMS）和美国国家

航空航天局结构分析（NASTRAN）等数值仿真

软件，研究了半柔壁喷管机构动力学仿真技术，为

半柔壁喷管结构的设计、分析、运动控制提供了有

效的技术手段。Chen等 [11]利用刚柔耦合动力学

软件研究了单支点半柔壁喷管型面的计算方法和

动力学特性。刘佳鑫等 [12]研究了半柔壁喷管喉道

块与柔性壁板之间接触力仿真的问题。这些研究

成果表明，刚柔耦合动力学理论能够良好适用于

半柔壁喷管机构的动力学行为模拟，尤其是复杂

机构组成的动力学系统，可以获得较高精度的变

量结果，如型面坐标、结构应力、运动速度、驱动载

荷等，其主要不足是，建模过程复杂、分析效率较

低，不利于结构与气动之间的快速迭代设计，限制

了马赫数成型机构的性能优化水平。

另一方面，针对半柔壁喷管大挠度成型问题

开展了半解析求解方法研究。刘铭甲 [13]基于弯曲

梁小挠度变形理论，提出了半柔壁喷管的挠性板

弹性变形曲线计算方法。张晓伟等 [14]研究了柔壁

喷管分段线性化求解方法，柔性壁板被分为多个

子段，大挠度变形问题近似为多个小变形梁问题。

可见，分段线性化本质上还是基于小挠度梁理论，

求解结果不可避免地存在一定近似误差。所以，

柔性壁板大挠度成型问题的精确求解应该依据大

挠度梁理论，消除近似误差的影响。

国内外学者对大挠度梁理论进行了大量的研

究 [15‑23]。其中基于椭圆积分的求解方法具有求解

形式简洁、计算精度高等优点而受到广泛关注。

Bisshopp等 [15]研究了垂直载荷下大挠度梁的椭圆

积分解法，给出了椭圆积分解与小挠度梁近似解

之间的相对误差。Howell等 [16]研究了力和弯矩共

同作用下悬臂梁的椭圆积分解。Zhang等 [17‑18]针

对平面梁的多拐点复杂弯曲问题，提出了完备椭

圆积分解方法，拓展了椭圆积分方法的求解能力。

安朝等 [19]给出了弹性欧拉梁大变形分析的椭圆积

分统一形式。Xu等 [20‑21]研究了基于椭圆积分的组

合弹性梁大挠度精确求解问题。Alessandro等 [22]

研究了自由端任意角度条件下的悬臂梁椭圆积

分解。

综上，椭圆积分方法已成为弯曲梁大挠度问

题精确求解的有力工具，但是在半柔壁喷管大挠

度成型方面，尚缺乏相应的研究。本文基于欧拉

梁理论建立柔性壁板的大挠度变形微分方程，并

详细推导其椭圆积分的表达形式，在此基础上，利

用数学工具软件编制计算程序，开展实际单支点

半柔壁喷管的机构力学求解和实验验证。

1 单支点半柔壁喷管力学模型

1. 1 结构组成与工作原理

图 1为 CARDC 0.3 m低温风洞单支点半柔

壁(SJSF)喷管的三维结构模型，主要包括侧壁、型

面组件、驱动机构以及驻室等。其中左右侧壁为
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平面壁，固定在驻室内的框架上；上下型面组件为

曲面壁，安装在左右侧壁之间，其主要包括喉道固

块、柔性壁板、传动导向杆、驱动电动机、螺旋升降

机等。

柔性壁板前端与喉道固块连接，尾端通过弹

性板联接在喷管出口处；喉道固块通过拐臂铰接

在左右侧壁，能够绕驻室内一个固定点转动；伺服

电动机通过螺旋升降机‑连杆组合机构，驱动喉道

固块转动，继而带动柔性壁板发生弹性变形，从而

形成所需的马赫数喷管型面，实现气体的超声速

流动。

喉道固块的结构厚度远大于柔性壁板，实际

计算时可视为刚性组件，力学行为为绕驻室空间

一确定点的刚体旋转运动。受此刚体运动牵带作

用，柔性壁板前端发生强迫位移和转角，尾端受弹

性连接板约束，能够沿轴向移动，以补偿柔性壁板

沿风洞轴向方向的长度变化。

1. 2 力学模型

单支点半柔壁喷管型面组件的力学模型如图

2所示，即柔性壁板前端受喉道固块刚性转动的

强迫位移和转角作用，尾端为单向滑动约束。

风洞洞体坐标系下，将坐标系原点定在喷管

出口中心点 O，柔性壁板出口为 A 点，坐标为

( x ',0 )，转角为零；喉道固块与柔性壁板连接点为

B点，坐标为（xB,yB），喉道固块转动角度为 θB。喉

道固块对柔性壁板施加集中力 P和弯矩M 0作用。

考虑到出口端沿风洞轴线方向可自由滑动，柔性

壁板沿风洞轴线方向力为零。

柔性壁板弯曲变形为一类矩形板弯曲问题，

两对边位移受约束，另两对边位移自由，主要变形

为图 2中的 xOy平面内变形，远大于宽度方向上

的变形量。弯曲变形时，近似认为每个截面均保

持为矩形，不发生变形，即假定柔性壁板为矩形宽

梁，可简化为欧拉梁模型。

根据刚体平面运动理论方法，可以利用驱动

杆、连杆、拐臂的相对几何关系，求解出对应驱动

量下喉道固块的型面位置。并将柔性壁板与喉道

固块连接点位置的坐标，作为求解柔性壁板大挠

度变形的输入条件。

2 柔性壁板大挠度变形的椭圆积分解

根据欧拉梁假设，梁在平面弯曲时，曲率与弯

矩之间满足以下关系 [23]：

dθ
ds =

1
ρ
=- M

EI
（1）

其中 θ为转角，s为长度，ρ为曲率半径，M为弯矩，

E为弹性模量，I为截面惯性矩。图 2中，柔性壁

板上任意一点 x处所受弯矩为

M ( x )=M 0 + P ( xB- x ) （2）
将式（2）代入式（1）可以得到

dθ
ds =-

M 0 + P ( xB- x )
EI

（3）

两端对 s求微分得到

d
ds ( )dθds = P

EI
⋅ dxds （4）

对于一个微段，dx、dy与 ds关系式如下：

dy= sin θ ⋅ ds, dx= cos θ ⋅ ds （5）

定义 α= P
EI

，式（4）可以写成

d
ds ( )dθds = α2 cos θ （6）

式（6）两端乘以 dθ，得到

dθ
ds d ( )dθds = α2 cos θdθ （7）

对式（7）两端积分

∫ dθds d ( )dθds = α2∫cos θdθ+ C （8）

图 1 0.3 m低温风洞单支点半柔壁喷管

Fig.1 SJSF nozzle in 0.3 m cryogenic wind tunnel

图 2 单支点半柔壁喷管型面组件机构简图

Fig.2 Mechanism schematic diagram of SJSF nozzle
contour component
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1
2 ( )dθds

2

= α2 sin θ+ C （9）

柔性壁板与喉道固块连接端边界条件为

M ( xB )=-M 0，θ= θB，
dθ
ds =

M 0

EI
（10）

将边界条件代入式（9）求出常数项

C= 1
2 ( M 0

EI )
2

- α2 sin θB （11）

得到 ds与 dθ关系

2 ds= 1
α sin θ- sin θB+ k

dθ （12）

其中 k= M 0
2

2PEI，对式（12）两端积分，s积分上下限

为 [ 0,l ]，θ积分上下限为 [ 0,θB ]，得到

2 l=∫
0

θB 1
α sin θ- sin θB+ k

dθ （13）

式（13）为柔性壁板弧长与角度的关系式。由

于 y方向挠度变形最大值为 y1，并且在一个微段

内满足式（5），将 ds与 dθ关系带入式（12）中，并对

两端积分得到 y1与 θB方程式。

2 y1 =∫
0

θB sin θ
α sin θ- sin θB+ k

dθ （14）

式（13）和式（14）写成椭圆积分表达形式为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

l= 2
αλ

f

y1 = 2
αλ
( f+ λ2e )

（15）

式（15）中各字母定义如下：

λ= sin θB- k- 1， f= F( γ1,t )- F( γ2,t )，
e= E( γ1,t )- E( γ2,t )。

其中 F（⋅）为第一类不完全椭圆积分，E（⋅）为第二

类不完全椭圆积分。

γ1 =
k

-sin θB+ k- 1 ，

γ2 =
sin θB- k

sin θB- k+ 1 ，

t= sin θB- k+ 1
sin θB- k- 1 。

求出柔性壁板中性面坐标和偏角后，可以通

过曲线偏置的方式，求解柔性壁板迎气流型面的

坐标和偏角。

解方程组（式（15））得到M0和 P，得到柔性壁

板内流道型面曲线方程，见方程式（16）和式（17）。

x= 2
α
( k- sin θB + sin θx+ k- sin θB )

-x' - h
2 sin θx （16）

y= 2
α
⋅ 1
λ
[ f '+( k- sin θB+ 1) e' ]+

h
2 cos θx

（17）
其中 x '为柔性壁板出口端沿轴线滑移量，h为柔

性 壁 板 厚 度 ， f '= F( γ'1,t )- F( γ2,t )，e' =

E ( γ'1,t )- E( γ2,t )，γ'1 =
sin θx+ k- sin θB
k- sin θB- 1

。

至此得到了柔性壁板内型面曲线关于角度 θx
的显式表达式。

文献 [23]中给出了弹性梁的结构应力公式。

根据前文已求解出的弯矩和挠度，柔性壁板上下

表面的结构等效应力公式如下：

σ ( x )= M ( x ) ⋅ y
I

（18）

式中M ( x )为 x处柔性壁板截面所受弯矩。

3 实验与讨论

3. 1 实验设备与工况

CARDC 0.3 m低温风洞单支点半柔壁喷管

的实际结构如图 3所示。其中，喉道固块与柔性

图 3 0.3 m低温风洞喷管照片

Fig.3 Photographs of 0.3 m cryogenic wind tunnel nozzle
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壁板采用整体加工制造，柔性壁板部分厚度为 5
mm，喉道固块厚度约为 30 mm。结构材料采用

N50不锈钢。

为了能够准确计算柔性壁板的变形位移和结

构应力，对所使用材料固溶态 N50进行了室温下

力学性能测试，结果见表 1。

喷管的典型马赫数有 3种，即Ma=1.0，1.15，
1.3，其马赫数型面坐标曲线如图 4所示。其中，

Ma=1.0型面为喷管的初始安装状态型面。在

Ma=1.15，1.3两种工况下，柔性壁板的最大挠度

分别为 2.07 mm和 6.32 mm，最大挠度约为厚度

的 1.264倍，远大于厚度 1/5这一小挠度近似条

件，属于典型的大挠度变形问题。

针对每种马赫数工况，利用激光跟踪仪对喷

管柔性壁板的迎气流型面进行了空间坐标测量。

在喷管安装框架上选取基准点，以喷管出口为坐

标原点，建立空间坐标系。x坐标轴沿风洞轴线

逆气流方向，y坐标轴为垂直于风洞轴线竖直方

向指向洞体外。通过操作激光跟踪仪靶球，实现

喷管型面测量。

3. 2 型面偏差结果讨论

针对两种马赫数工况，利用数学软件Maple
编制计算程序，基于椭圆积分半解析求解柔性壁

板的大挠度成型问题。同时，利用非线性结构有

限元软件 ABAQUS开展半柔壁喷管的结构力学

数值仿真，本文中按照 mm、N、MPa的单位制规

定输入和输出。其中，喉道固块、连杆等机构零部

件按照刚体处理，柔性壁板设为弹性体，采用二次

实体单元 C3D20R进行网格划分，沿板厚方向设

置 5个单元，求解器设置中打开几何非线性选项。

图 5为有限元计算变形（U）和结构等效应力（S）
云图，图 6为计算结果与测量结果之间偏差曲线，

其中 ELL‑MEA为椭圆积分解与测量结果偏差，

FEM‑MEA为有限元计算结果与测量结果偏差，

ELL‑FEM为椭圆积分解与有限元计算结果偏差。

Ma=1.15工况下，两种计算方法与实测结果

偏差在±0.05 mm之间，整体呈增大趋势，并以

x=130 mm为分界点，上游为正偏差，下游为负

偏差。0.3 m低温风洞喷管出口尺寸为 325 mm
（宽）×275 mm（高），椭圆积分解与测量型面偏差

最大为 0.049 mm，该偏差相对喷管出口高度尺寸

比值约为 0.18‰。椭圆积分解和有限元计算结果

偏 差 优 于 两 者 与 实 验 结 果 的 偏 差 ，范 围 在

±0.02 mm之间。

Ma=1.3工况下，两种计算方法与实验结果

偏差在-0.09~0.06 mm之间。在出口位置，椭圆

积分解与实验结果偏差最大，约为-0.09 mm。

除出口两点以外，其他位置偏差均在±0.06 mm
之间。与Ma=1.15工况类似的是，Ma=1.3工况

下计算结果与实测结果的偏差曲线以一点（x=
109 mm）为分界，上游基本为正偏差，下游为负偏

图 5 有限元计算变形和结构等效应力云图

Fig.5 Deformation and structural equivalent stress cloud
diagram of finite element analysis

表 1 N50室温力学性能

Table 1 Mechanical properties of N50 in the room
temperature

参数

抗拉强度/MPa

屈服强度/MPa

延伸率/%

收缩率/%

弹性模量/GPa

数值

848

496

45. 0

71. 0

195

图 4 3种不同马赫数型面曲线

Fig.4 Three different Mach number contour curves
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差。椭圆积分解与测量型面偏差绝对值最大为

0.089 mm，该偏差相对喷管出口高度尺寸比值约

为 0.32‰。椭圆积分解和有限元仿真结果偏差优

于两种计算结果与实验结果的偏差，最大值在

±0.03 mm之间，两端部偏差稍大。

相比于有限元分析结果，基于欧拉梁理论的

椭圆积分求解忽略了柔板沿宽度方向的变形，而

宽度方向的翘曲会对柔板长度方向的弯曲产生一

定影响。这种影响在挠度较小时（如Ma=1.15工
况）并不明显。但是随着挠度增大，在Ma=1.3工
况时，与实验结果相比，椭圆积分偏差大于有限元

偏差。

尽管存在一定计算偏差，但是不同马赫数下

两种计算结果偏差均优于计算结果与实验结果的

偏差，表明了两种计算方法具有较好的一致性。

由于柔性壁板下游与框架之间螺钉连接处存在多

个接触面，柔性壁板与框架之间往往存在滑动、分

离、弹性变形等多种现象，属于非线性范畴。本计

算中采用了固定刚性连接的简化处理方法，连接

刚度大于实际情况，因此计算与实测结果的偏差

曲线随着马赫数增大，最大偏差值增大，并在

Ma=1.3工况下呈现中间凸起、两端较小的趋势。

3. 3 柔性壁板应力分析

基于椭圆积分求解出的柔性壁板表面应力沿

轴线方向分布，如图 7所示，在两种工况下应力分

布均呈现随坐标增加，应力变大趋势。椭圆积分

解的应力分布为直线，而有限元计算结果则呈现

一定非线性。在Ma=1.15工况下，两者计算偏差

最大为 3.5 MPa；在Ma=1.3工况下，最大偏差为

13 MPa。
柔性壁板上测点 1和测点 3为对称布置，两者

测试结果基本一致，本文取其平均值作为测试结

果。测点 2位于中轴线上，应力值大于 1、3两测

点。在两种工况下，椭圆积分解与实验结果等效

应力最大偏差为 10%。

在计算效率方面，以Ma=1.3工况为例，使用

Intel的 i7‑7500双核 64位处理器为计算平台，计

算机内存为 8.0 GB，对喷管型面变形进行求解，

椭圆积分求解与有限元仿真耗时分别为 7.3 s和
65 s。椭圆积分求解耗时约为有限元求解耗时的

11.2%，可以有效提高跨超声速风洞单支点半柔

壁喷管分析效率。

从以上结果可知，椭圆积解与有限元仿真相

比计算精度相当，而计算效率更高。基于椭圆积

分的半解析方法可以在设计之初同气动条件开展

快速迭代，实现气动性能和结构力学性能兼顾。

此后再开展有限元分析完成校核，从而减少设计

耗时，提高设计效率。

4 结 论

1）针对跨超声速风洞单支点半柔壁喷管大

图 6 计算与测量型面偏差

Fig.6 Errors between analysis and measurement results

图 7 两种工况下柔性壁板应力

Fig.7 Flexible plate stress of two conditions
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挠度变形半解析求解问题，发展了基于椭圆积分

的柔性壁板大挠度求解方法。建立了单支点半柔

壁喷管力学模型，基于欧拉梁理论推导了柔性壁

板型面曲线的微分方程，给出了椭圆积分表达

形式。

2）采用椭圆积分解计算了 0.3 m低温风洞喷

管变形和应力，计算结果和实验结果基本吻合，在

Ma=1.15和Ma=1.3两种工况下，型面偏差分别

小于喷管出口高度尺寸的 0.18‰和 0.32‰，柔性

壁板等效应力相对误差小于 10%。

3）本文中椭圆积解耗时仅为有限元仿真耗

时的 11.2%，该方法有效提高了跨超声速风洞单

支点半柔壁喷管的分析效率。
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